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عنايت اله راستي زاده*
دبير رياضي دبيرستان هاي شيراز

اصل لانه كبوتري
گام به گام

اصل لانه كبوتر، اصل ديريكله، پلاك گذاري، واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
باقي ماندة مطلق

اشاره
اصل لانه كبوتري كه با عنوان هاي ديگري 

همچون اصل لانه كبوتر، اصل حجره ها، اصل 
جعبة كفش و اصل ديريكله نيز بيان مي شود، از 
جمله اصول كاربردي در حل بسياري از مسائل 
رياضي است. اين اصل در عين سادگي و بديهي 

بودن مي تواند راه گشاي حل برخي مسائل 
پيچيدة رياضي باشد.

در اين مقاله برآنيم كه با ذكر مسائل متعدد و از 
ساده به مشكل، چگونگي استفاده از اين اصل را 

در حل مسائل گوناگون ببينيم.

     گام نخست
ــكل بيان اصل لانه كبوتري به اين صورت  ساده ترين ش
ــغال كنند و تعداد  ــر m كبوتر، n لانة كبوتر را اش ــت: اگ اس
ــي m>n، آن گاه  ــد، يعن ــتر از تعداد لانه ها باش كبوترها بيش
ــت كه دست كم دو  حداقل يك لانة كبوتر وجود خواهد داش

كبوتر در آن قرار گيرند.

ــته باشند،     مثال 1. اگر 9 نفر در يك مهماني حضور داش
ــق اصل لانه كبوتري روزي از هفته مي توان يافت كه در  طب

آن روز حداقل دو نفر آن ها متولد شده باشند.
ــتر دست و  ــاده كمي بيش ابتدا بياييد با همين مثال س
ــد كه در هر روز  ــرم كنيم! آيا اين مثال بيان مي كن پنجه ن

ــا در كدام روز  ــده اند؟ ي هفته چند نفر از مهمانان متولد ش
تعداد بيشتري متولد شده اند؟ پاسخ هر دو مورد منفي است. 
ــت تمام مهمانان متولد روز جمعه باشند و ممكن  ممكن اس
ــت هيچ كدام از آن ها جمعه متولد نشده باشند! اما به هر  اس
ــت كم دو نفر از آن ها  ــت كه در آن روز دس حال روزي هس
ــند. به وجود دو حداقل در لابه لاي جملات  به دنيا آمده باش
ــت كه  ــد. (حداقل يك روز در هفته هس ــه دقت كني نتيج

حداقل دو نفر در آن روز به دنيا آمده باشند.)

   مثال 2. در مثال قبل، فرض كنيم تعداد مهمانان 15 نفر 
باشد. آن گاه چه؟

در اين صورت، روزي از هفته را مي توان يافت كه در آن 
ــه نفر از آن ها متولد شده باشند. در اين مثال  روز حداقل س
ــت روز هفته را به عنوان  ــان را به  عنوان كبوتر و هف 15 مهم
ــئله را  ــتر مس هفت لانه در نظر بگيريد. بگذاريد كمي بيش
بشكافيم! فرض كنيم مهمان نخست روز شنبه و دومي روز 
ــده باشند و دوباره  ــنبه و... هفتمي روز جمعه متولد ش يكش
ــنبه و مهمان  ــمارة 8 روز ش روز از نو روزي از نو! مهمان ش
ــمارة 14 روز جمعه...  ــمارة 9 روز يكشنبه و... مهمان ش ش
ــان در يكي از روزهاي هفته به دنيا  بالاخره پانزدهمين مهم
آمده است. پس روزي پيدا شد كه در آن روز سه نفر متولد 
ــده اند. توجه كنيد كه اين حالت، وضعيت حداقلي است!  ش
ــن! والا ممكن بود همة  ــه حداقل هاي ممك ــي قناعت ب يعن
ــند!  ــان به طور نمونه در روز جمعه به دنيا آمده باش 15 مهم
ــاير حالت هاي ديگر. به هر صورت روزي از هفته پيدا  و يا س
ــه نفر متولد شده باشند.  ــود كه در آن روز حداقل س مي ش

مي توان نوشت: 1+(2)7=15

     الگويابي
ــت پيدا كنيم. تعداد لانه را  ــد داريم به يك الگو دس قص
ــت روز هفته)، اما به مهمانان اضافه  همان 7 مي گيريم (هف

آموزشى
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مي كنيم؛ 16 مهمان، 17 مهمان و بيشتر: 
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 2+(2)7=16
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 3+(2)7=17
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 4+(2)7=18
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 5+(2)7=19
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 6+(2)7=20
؟؟؟= 21

ــتة اندكي توجه است.  ــطر آخر جدول قبل شايس اما س
ــتيم:  ــيم كنيم، داش ــرار بود عدد 21 را بر هفت تقس اگر ق
(3)7=21. اما اين گونه نوشتن اندكي غلط انداز است يا لااقل 
ــب مي شود!  ــاختن الگوي مناس در بحث ها باعث خلل در س
ــيم: 7+(2)7=21. به عبارت  پس چگونه بنويسيم؟ مي نويس
ــمت 2 حفظ شود! اين يعني 7  ديگر علاقه منديم خارج قس
ــوند و باز هم مي توان گفت  كبوتر باقي مانده راهي 7 لانه ش
ــل 3 كبوتر (1+2) قرار  ــت كه در آن لانه حداق لانه اي هس
ــد. به عبارت ديگر، اگر تعداد مهمانان تا 21 مهمان جلو  دارن
ــت كه در آن  ــود كه روزي از هفته اس برود، تضمين نمي ش
ــت كم 4 نفر متولد شده باشند! اما مطمئناً روزي از  روز دس
هفته است كه در آن روز دست كم 3 نفر متولد شده باشند! 
اين ايدة خوبي است تا كمي جدي تر كار را دنبال كنيم. در 

موضوع لانه كبوتر قضيه زير را داريم: 
قضيه: اگر m كبوتر در n لانه قرار گيرند (m>n) و:

m=nk+r  ,  r= 1,2,3,..., n
ــه حداقل k+1 كبوتر وجود  ــت كم در يك لان آن گاه دس

دارد.

   مثال 3. اگر 38 نفر در يك مهماني حضور داشته باشند، 
طبق اصل لانة كبوتر (و قضية فوق) ماهي از سال را مي توان 
ــند؛  ــده باش يافت كه در آن ماه حداقل 4 نفر آن ها متولد ش

زيرا: 2+(3)12=38.
ــوان 38 كبوتر و 12 ماه  ــن مثال، 38 مهمان به عن در اي

سال به عنوان 12 لانه در نظر گرفته شده اند.

   مثال 4. براي آنكه مطمئن باشيم ماهي از سال را مي توان 
يافت كه در آن ماه حداقل 4 نفر متولد شده باشند، حداقل 

چند نفر بايد در مهماني حضور داشته باشند؟
حل: 

4-1=3 ⇒ 3×12=36 ⇒ 36+1=37
پاسخ: حداقل 37 نفر؛ زيرا: 1+(3)12=37.

 مثال 5. شهرداري اصفهان قصد دارد دانش آموزان بعضي 

از مدارس را به طور رايگان به باغ پرندگان ببرد، اما يك شرط 
ــت كه حداقل در يكي از روزهاي هفته  ــرط آن اس دارد؛ ش
ــت كم 58 دانش آموز آن مدرسه متولد شده باشند. اين  دس

مدارس بايد دست كم چند دانش آموز داشته باشند؟
ــوم رياضي به كمك آمدند و راه  پاسـخ: دانش آموزان س
ــان دادند! خدا را شكر وگرنه لازم بود  چاره را به مديران نش
ــران پروندة بچه ها را  ــاعت ها دفترداران و معاونين و مدي س
زيرورو كنند تا بفهمند هركسي چه روزي به دنيا آمده و آن 

روز، شنبه بوده، يكشنبه يا...
از 58 يكي كم مي كنيم و 57 را در 7 ضرب مي كنيم و 

399 به دست مي آيد. پاسخ عدد 400 خواهد بود. زيرا: 
400=7(57)+1
مدارس با حداقل 400 دانش آموز بفرمايند باغ پرندگان 

به  دعوت آقاي شهردار!

ــي رياضي نام  ــال جهان ــال 2000 ميلادي س    مثال 6. س
ــيراز  ــال تاكنون جمعي از اهالي رياضي ش ــت. از آن س داش
به دنبال تأسيس خانة رياضيات بوده اند! داخل يكي از آرم هاي 
ــه، مثلث متساوي الاضلاعي به  ــنهادي براي اين مؤسس پيش
ضلع 1 سانتي متر طراحي شده است. كه ده نقطه داخل آن 
است. نشان دهيد حداقل دو نقطه وجود دارد كه فاصلة آن ها 

 است.
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كمتر از 

حل: پاسخ اين مسئله بسيار ساده است! اضلاع مثلث را 
ــكل زير به سه قسمت مساوي تقسيم مي كنيم و  مطابق ش

نقاط تقسيم را به هم وصل مي كنيم.

B
A

در اين صورت 9 مثلث كوچك پديد مي آيد كه آن ها را 
9 لانه و 10 نقطه را 10 كبوتر فرض مي كنيم كه مي خواهند 
داخل لانه ها جاي گيرند. در ضمن، نقاط روي مرز را متعلق 
ــم. بنابر اصل لانه كبوتري، حداقل  به هر دو مثلث مي گيري
ــا از نقاط به يكي از مثلث هاي كوچك تعلق دارند. چون  دوت
ــت، در نتيجه طول  ــانتي متر اس ضلع مثلث بزرگ برابر 1 س
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نقطه بيشترين فاصله را دارند كه روي دو رأس مثلث 

ــدارد (زيرا نقاط داخل  ــند كه آن هم امكان ن باش
مثلث بزرگ واقع اند). لذا در هر صورت بيشترين 

فاصلة هر دو نقطه همچون A و B (كه در يك 
مثلث كوچك قرار گيرند) از يكديگر كمتر از 

(AB < 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

 خواهد بود. (

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

     گام دوم: پلاك گذاري
ــري، با  ــه كبوت ــائل لان ــي مس در بعض
ــويم كه: اولاً، با توجه  لانه هايي مواجه مي ش

ــم. ثانياً،  ــد آورده اي ــؤال پدي به صورت س
ظرفيت لانه ها محدود (معمولاً 2 كبوتر) 
ــت دارم اين نوع سؤالات لانه  است. دوس

ــده  ــري را، لانه هاي پلاك گذاري ش كبوت
ــن  ــم. در اي ــده) بنام ــماره گذاري ش (ش
مسائل، كبوترها به سراغ لانة هم شمارة 

خود مي روند! ببينيد:

ــي)     مثـال 7. (تمريني از كتاب درس
نشان دهيد هر زيرمجموعه از مجموعة 

ــو  ــه داراي 6 عض S={1,2,3,...,9} ك
ــد، حداقل دو عضو دارد كه  باش

مجموع آن ها برابر 10 است.
حـل: لانه ها را به صورت زير در 

نظر مي گيريم (گويا لانه ها شماره گذاري شده اند):
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ــه از 5 لانه، عددها را چنان انتخاب كرده ايم كه  در 4 لان
ــه مي خواهيم؟ مي خواهيم مجموع آن ها 10  مي خواهيم! چ
ــد. هر زيرمجموعة 6 عضوي از S حكم 6 كبوتر خواهد  باش
ــوند. در ميان اين 6 عدد،  ــت كه راهي اين لانه ها مي ش داش
ــت يا نيست! اگر يكي از آن ها عدد 5 باشد، عدد 5  يا 5 هس
راهي لانة هم شماره اش مي شود. پنج عدد ديگر مي مانند و 

چهار لانة
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ــري، چون تعداد عددها (كبوترها)  طبق اصل لانة كبوت
بيش از تعداد لانه هاست، دست كم در يك لانه دو كبوتر جا 
ــغال حداقل يكي از لانه ها  ــد (و فقط دو كبوتر). اش مي گيرن
ــط دو كبوتر، يعني وجود حداقل دو عدد كه جمعشان  توس

10 مي شود و اين مطلوب ماست!

ــي از مجموعة S، عدد 5  ــان 6 عدد انتخاب ــر در مي و اگ
,نباشد، آن گاه 6 عدد داريم و چهار لانه:  , , ,
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ــا از لانه ها، حكم  ــر بودن كبوتره ــاز هم به دليل زيادت ب
بديهي است.

ــت كم  حتي در اينجا به دليل ظرفيت محدود لانه ها دس
دو زوج عدد پيدا مي شود كه مجموعي برابر 10 دارند.

   مثال 8. از مجموعة S={1,2,3,..., 14,15} حداقل چند 
عدد انتخاب كنيم كه مطمئن باشيم حداقل دو عضو از اين 

اعضاي انتخابي جمعشان 11 مي شود؟
پاسخ: اعدادي را كه جمعشان 11 مي شود عبارت اند از: 
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ــر). همچنين  ــا ظرفيت 2 كبوت ــود 5 لانه (ب اين مي ش
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لانه هايي به صورت: 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

ــت (5 لانه با ظرفيت  نيز خواهيم داش
ــاً 10 لانه داريم. لذا  يك كبوتر). پس جمع
 S ــدد از مجموعه ــت حداقل 11 ع لازم اس
ــت كم  ــيم دس انتخاب كنيم تا مطمئن باش
ــر و پيمان  ــي از لانه هاي دو كبوتري پ يك
ــان 11  ــو جمعش ــي دو عض ــود! يعن مي ش

مي شود.)
در كلاس درس: يكي پرسيد: اگر 5 عضو 
هم انتخاب كنيم، جمعشان ممكن است 11 شود؟ مانند مجموعة 
A={1,9,4,6,7}

(جمع 4 و 7 برابر يازده مي شود.)
ــش او نهفته است؟  ــخ اين دانش آموز در خود پرس پاس
ــتيم مجموعة  زيرا كلمة ممكن اسـت به كار برده! مي توانس
ــم كه  ــاب كني B={1,2,8,7,6,11,12,13,14,15} را انتخ
ــان 11  ــو دارد و هيچ دوعضوي از اعضاي B جمعش 10 عض
نمي شود! آن گاه چه طور؟ پس ناچاريد براي اطمينان، حداقل 

اعضاي زيرمجموعة S را 11 عضو بگيريد.

   مثال 9. از بين اعداد 2n,...,2,1 حداقل چند عدد انتخاب 
ــبت به هم  كنيم به طوري كه همواره حداقل دوتا از آن ها نس

اول باشند؟
ــورت زير در نظر  ــي (حجره هايي) به ص پاسـخ: لانه هاي

مي گيريم: 
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ــال n لانه داريم. اگر حداقل n+1 عدد انتخاب كنيم،  ح
ــبت به هم اول  اند. يعني دست كم دو  حداقل دوتا از آن ها نس
ــبت  ــود و دو عدد متوالي همواره نس عدد متوالي پيدا مي ش

به هم  اول اند.

     گام سوم: مثال هاي ويژه
در اين گام سعي داريم مثال هاي ويژه اي را بررسي كنيم 
كه بدون ممارست كافي، ممكن است اندكي پيچيده به نظر 

برسند.

ــز و كوچك تر از 107  ــدد طبيعي متماي    مثـال 10. 10 ع
مفروض اند. نشان دهيد كه دو زيرمجموعة متمايز و غيرتهي 
از اين 10 عدد يافت مي شود كه مجموع اعضايشان يكسان 

است.
ــه اي از 10 عدد  ــدا توجه كنيم كه اگر مجموع حل: ابت

طبيعي كوچك تر از 107 انتخاب كنيم، اين مجموعه داراي 
ــت. (1023 كبوتر!)  1023=1-210 زيرمجموعه غيرتهي اس
لذا اين زيرمجموعه ها داراي يك عضو، دوعضو، ... تا ده عضو 
هستند. مجموع اعضاي اين زيرمجموعه ها در كمترين حالت 
ــته  ــت. و بزرگ ترين ده عددي كه مي توانيم داش برابر 1 اس

باشيم، اعداد 97، 98، ...، 106 هستند كه: 
97+98+...+106=1015

ــاس حاصل جمع هاي  ــماره گذاري لانه ها را براس لذا ش
ممكن تنظيم مي كنيم؛ به صورت زير: 
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ــه را روي يك برگه  ــوع اعداد هر زيرمجموع حال مجم
ــيم (به عنوان يك كبوتر!) و داخل لانة هم شماره با  مي نويس
ــم. بنابراين بايد 1023 برگه را در  آن مجموعه قرار مي دهي
ــداد برگه ها (كبوترها) از تعداد  1015 مكان جاي دهيم. تع
ــت. پس طبق اصل لانه كبوتري،  ــتر اس جاها (لانه ها) بيش
حداقل لانه اي يافت مي شود كه در آن لانه، حداقل دو كبوتر 
ــتر) جا مي گيرند. اين يعني حداقل دو زيرمجموعة  (يا بيش
ــت كه مجموع اعضايشان  ــده اس متمايز و غيرتهي يافت ش

يكسان است.

ــت     مثال 11. در يك مهماني بعضي از مهمانان با هم دس
ــد! و دو نفر هم  ــت نده ــي با خودش دس مي دهند. اگر كس
ــت ندهند، ثابت كنيد دو نفر يافت  پيش از يك بار با هم دس

مي شوند كه تعداد دفعاتي كه دست داده اند، يكسان است.
توضيح: اين مسئله از مسائل معروف اصل لانه كبوتري 

است و در منابع گوناگون با اندكي تغيير ديده مي شود.
ــند. هر  ــته باش ــرض كنيم n مهمان وجود داش حـل: ف
ــت  ــت نمي دهد يا به يك نفر دس مهمان يا به هيچ كس دس
ــت  مي دهد يا به دو نفر و... و يا اينكه در نهايت به همه دس
ــت مي دهد.) بنابراين، n لانه  مي دهد. (يعني به n-1 نفر دس

پلاك شده به صورت زير خواهيم داشت: 
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اگر هر فرد تعداد افرادي را كه به آن ها دست داده است، 
روي كاغذي بنويسد و در لانة هم شماره با عدد نوشته شده 
ــت كه حداقل شامل  قرار دهد، خواهيم ديد كه لانه اي هس
ــت. ابتدا شايد به نظر برسد كه در اين سؤال  دو تكه كاغذ اس
تعداد لانه و تعداد كبوتر يكسان است. اما با كمي دقت معلوم 
ــود كه از دو لانة 0 و n-1 همواره يكي از لانه ها خالي  مي ش
ــت داده  ــد كه n-1 بار دس مي ماند! چرا؟ زيرا اگر فردي باش
ــد، پس به همه دست داده است و در اين صورت فردي  باش
ــت نداده باشد و لانه 0  ــود كه به هيچ كس دس يافت نمي ش

لوژون ديريكله، 
رياضى دان آلمانى 

قرن نوزدهم، مبدع 
اصل لانه كبوترى
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

خالي مي ماند. برعكس اگر لانة با پلاك صفر پر شود،  يعني 
ــت و به اين  ــت نداده اس ــت كه به هيچ كس دس فردي هس
ــد. بنابراين، از  ــمارة n-1 خالي خواهد مان ترتيب لانه به ش
 n حداقل يكي خالي است. پس n-1 لانه هاي شمارة صفر و
تكه كاغذ در n-1 (يا كمتر) لانه قرار گرفته اند. لذا (حداقل) 
يك لانه شامل دست كم دو تكه كاغذ است. اين يعني حداقل 

دو نفر با تعدادي مساوي از مهمانان دست داده اند.
ــؤالي است كه  ــمت از مقاله، س ــئلة اين قس آخرين مس

براساس مفهوم باقي مانده هاي مطلق حل مي شود:
ــد. اگر a را بر  فرض كنيد a يك عدد صحيح دلخواه باش

100 تقسيم كنيم، داريم: 
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يعني:                             
r را باقي مانده گويند. (باقي مانده نامنفي است.)

باقي ماندة مطلق چيست؟ در مثال قبل مي توان نوشت: 
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 را باقي ماندة مطلق مي ناميم.
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ــتر مفهوم بالا مي پردازيم. وقتي  ــريح بيش اكنون به تش
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مي نويسيم: 
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فرض كنيم باقي مانده (r) يكي از عددهاي بيشتر از 50 
باشد؛ مثلاً r =51 . مي توان نوشت:
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يعني مي توانيم باقي مانده را 51 و يا 49- بگيريم. يا اگر 
r =99 باشد، مي توان نوشت: 
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ــده را 99 يا 1- بناميم. به بيان  يعني مي توانيم باقي مان
ديگر: 
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 k∈z به قسمي كه ،
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و يا به صورت خلاصه: 
 را باقي ماندة مطلق مي ناميم.
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و 

ــدد صحيح دلخواه  ــان دهيد كه اگر 52 ع    مثـال 12. نش
ــود كه مجموع يا  ــيم، دو تا از آن ها يافت مي ش ــته باش داش

تفاضل آن ها بر 100 بخش پذير باشد.
حل: اگر عدد صحيح a را بر 100 تقسيم كنيم، عددهاي 

صحيح k و t يافت مي شوند كه: 
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 مي گيرد 
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ــري كه  ــت. مقادي  باقي ماندة مطلق اس
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عبارت اند از: 0 و 1 و 2 و... و 50 كه نقش 51 لانه را دارند.

ــش 52 كبوتر را دارند،  ــدد صحيح دلخواه نيز نق 52 ع
ــت  چون: 51< 52. پس طبق اصل لانه كبوتري؛ لانه اي هس
ــود. يعني  ــت كم دو كبوتر يافت مي ش ــه دس ــه در آن لان ك
ــيم بر 100  ــت كم دو تا از اين 52 عدد صحيح در تقس دس

داراي يك باقي ماندة مطلق خواهند شد.
فرض كنيم آن دو عدد m و n باشند؛ يعني: 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

، دو حالت پيش مي آيد: 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

و اگر 
ــورت:  ص ــن  اي در   ،
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ــه  اينك اول  ــت  حال
.
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ــورت:  ص ــن  اي در   ،
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ــه  اينك دوم  ــت  حال
.
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ــدد صحيح چون m و  ــد، يعني لااقل دو ع حكم ثابت ش
ــل آن ها بر 100 بخش پذير ــد كه مجموع يا تفاض n يافت ش

 است.

     گام چهارم: مثال هاي دوره اي و تكميلي
ــن گام، دوره و تكميل مبحث اصل لانة  ــدف ما در اي ه
كبوتري است. سعي شده است مسائلي از همة سطوح ساده؛ 
ــكل و در چند قالب از جمله چندگزينه اي،  ــط و مش متوس

درست ـ غلط و تشريحي طرح شود.

الف) سؤالات درست ـ غلط
معلوم كنيد كدام درست و كدام غلط است؟

ــال متولد  ــل دو نفر در يك روز س ــر حداق 1. از 368 نف
شده اند.

2. از 8 نفر حداقل دو نفر در يك روز هفته به دنيا آمده اند.
ــند، ماهي از  ــر 39 نفر در يك مهماني حاضر باش 3. اگ
سال را مي توان يافت كه در آن ماه حداقل 5 نفر متولد 

شده اند.
ــاوي الاضلاع به ضلع  ــرض كنيد T يك مثلث متس 4. ف
ــد. اگر پنج نقطه در T انتخاب شود، حداقل  واحد باش
 دارند.
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دوتا از اين نقاط فاصله اي مساوي يا كمتر از 
پاسخ ها: 1. درست؛ 2. درست؛ 3. نادرست؛ 4. درست.

ب) سؤالات چندگزينه اي
1. 65 كبوتر در حداكثر چند لانه قرار بگيرند تا حداقل 
ــد  ــته باش ــش از دو كبوتر قرار داش ــه بي ــك لان در ي

(سراسري 81)
34 (4  33 (3  32 (2  31 (1
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــت كم چند نفر داراي ماه  2. در يك گروه 55 نفري دس
تولد يكسان هستند؟

6 (4  5 (3  4 (2  3 (1
ــاب كنيم تا  ــت كم چندبار پرت ــالمي را دس 3. تاس س
ــخص) حداقل 4  ــويم از يك عدد (نه مش ــن ش مطمئ

مرتبه ظاهر شده است؟
19 (4  25 (3  31 (2  24 (1

پاسخ ها: 1. گزينة 2؛ 2. گزينة 3، 3. گزينة 4.

ج) سؤالات تشريحي (سطح متوسط)
ــم مطمئن  ــر بخواهي ــه اي 12 كلاس دارد. اگ 1. مدرس
ــل 4 ميز قرار دارد،  ــيم در يكي از كلاس ها، حداق باش

تعداد ميزها حداقل، بايد چه  عددي باشد؟
جواب: 37

ــرادي را كه حداقل دو نفر از آن ها  ــن تعداد اف 2. كمتري
در يك ماه از سال و يك روز هفته متولد شده باشند، 
ــب 4 گزينه اي در  ــؤال در قال ــت آوريد. (اين س به دس

كنكور سراسري 82 مطرح شده بود.)
جواب: 85

3. درون مثلث متساوي الاضلاع به ضلع واحد، 13 نقطه 
ــل 3 نقطه وجود  ــاب مي كنيم. ثابت كنيد حداق انتخ
ــاحت مثلث پديد آمده به وسيلة آن سه  دارند كه مس

 است.
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نقطه كمتر از 
A

BC

N M

P

 ABC ــاوي الاضلاع ــاحت مثلث متس حل: مي دانيم مس

. ميانه هاي مثلث را رسم 
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ــت با:  به ضلع 1 برابر اس
مي كنيم. شش مثلث همنهشت پديد مي آيد كه مساحت هر 
 است. حال اگر 
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ــاحت مثلث ABC، يعني   مس
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كدام 
13 نقطه (13 كبوتر) را بين 6 مثلث (6 لانه) تقسيم كنيم، 

حداقل در يكي از مثلث ها، دست كم 3 نقطه قرار مي گيرد و 
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ــاحت مثلث پديد آمده توسط آن 3 نقطه كمتر از  مس
است.

د) سؤال تشريحي (سطح عالي)
ــل كامل آن به پايان  ــئلة زير و راه ح اين مقاله را با مس
ــب كتاب هاي رياضيات  ــئله در اغل مي بريم. صورت اين مس
ــود، اما راه حل بديع و آموزشي آن به  ــته يافت مي ش گسس

مؤلف مقاله تعلق دارد.

مسـئله: ثابت كنيد از هر مجموعه شامل n عدد طبيعي، 
ــت كه مجموع  ــه اي غيرتهي چنان ياف ــوان زيرمجموع مي ت

اعضاي آن بر n بخش پذير باشد.
 n يك مجموعه شامل A={a1,a2,...,an} حل: فرض كنيم
عدد طبيعي باشد. اگر يكي از اعضاي مجموعه بر n بخش پذير 
باشد كه حكم ثابت است. پس فرض كنيم هيچ كدام از ai ها 

بر n بخش پذير نباشند. حال تعريف مي كنيم: 
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ــد كه حكم ثابت  ــي از Si ها بر n بخش پذير باش اگر يك
ــت. پس فرض مي كنيم Si ها بر n بخش پذير نباشند. در  اس

اين صورت مي توان نوشت: 
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(توجه: ri نمي تواند صفر باشد، چون فرض كرده ايم Si ها 
بر n بخش پذير نباشند.)

n -1 لانه را به صورت زير در نظر مي گيريم: 
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ــوان n كبوتر در نظر بگيريم، چون  ــر S1 تا Sn را به عن اگ
ــس طبق اصل لانه كبوتري حداقل لانه اي يافت  n، پ >n -1
ــت كم دو كبوتر جاي مي گيرد.  ــود كه در آن لانه دس مي ش
يعني دست كم Sk و Sj يافت مي شود كه در تقسيم بر n هم 
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باقي مانده باشند (فرض كنيم k>j). پس: 
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پس زيرمجموعه اي از مجموعة A يافت شد كه مجموع 
اعضاي آن بر n بخش پذير باشد.

* erastizadeh@yahoo.com


